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Аннотация. С использованием математической модели больших деформаций материалов с упругими, пла-
стическими и вязкими свойствами исследован разогрев материала при его движении в цилиндрической 
трубе под действием переменного перепада давления. Изменение температуры в материале связано и с его 
необратимым деформированием, и с трением о граничную шероховатую поверхность трубы. Перепад дав-
ления задаётся на граничных поперечных поверхностях материала и сначала возрастает с течением време-
ни, затем становится постоянным. Накапливаемые необратимые деформации могут быть и деформациями 
ползучести, и пластическими деформациями. Параметры ползучести, предел текучести и вязкость материа-
ла зависят от температуры.  
 
Summary. Using a mathematical model of large strains of materials with elastic, plastic and viscous properties, the 
heating of a material during its movement in a cylindrical pipe under the action of a variable pressure difference is 
investigated. The change in temperature in the material is associated with both its irreversible deformation and fric-
tion against the boundary rough surface of the pipe. The pressure difference is specified on the boundary transverse 
surfaces of the material and first increases with time, then becomes constant. Accumulated irreversible strains can 
be both creep strains and plastic strains. Creep parameters, yield strength and viscosity of the material depend on 
temperature. 
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Введение. Термомеханическая обработка металлов и сплавов играет важную роль в раз-
личных отраслях промышленности благодаря своей способности улучшать свойства материалов и 
обеспечивать создание высококачественной продукции. Методы термомеханической обработки, к 
которым относятся нагрев, охлаждение и механическая деформация, являются важными инстру-
ментами в производстве металлических изделий с определёнными характеристиками и качества-
ми. Термомеханическая обработка способствует повышению прочности, устойчивости к износу, 
ударной вязкости и других механических параметров металлов, что делает их более долговечными 
и даёт возможность использовать в условиях повышенной нагрузки или трения. Актуальными за-
дачами современной промышленности являются задачи определения напряжённо-деформи-
рованного состояния элементов конструкций в условиях термомеханических воздействий, когда 
анализ поведения деформируемых материалов требует одновременного учёта их упругих, пласти-
ческих и вязких свойств. Учёт связанности полей деформаций и температуры значительно услож-
няет используемые модельные соотношения. В областях течения необратимые деформации необ-
ходимо большие, поэтому задачи о неизотермических течениях требуют рассмотрения в рамках 
модели больших упругопластических деформаций. Здесь остановимся на модели, в которой, со-
гласно формализму неравновесной термодинамики, обратимые и необратимые деформации зада-
ются дифференциальными уравнениями их изменения (переноса) [1].  

Связанные задачи о прямолинейных течениях упруговязкопластических материалов ранее 
рассматривались в [2–4]. Здесь рассмотрим случай, когда необратимые деформации, накапливае-
мые материалом, могут быть деформациями и ползучести, и пластичности [5–7]. 

Следуя аналогичному подходу, приведём решение неизотермической краевой задачи о не-
обратимом деформировании материала, образующего пробку конечной длины в круглой недефор-
мируемой трубе. Задача, когда несжимаемый упруговязкопластический материал находится в 
условиях жёсткого сцепления со стенками трубы (тепло создаётся внутри только за счёт необра-
тимого деформирования) и подвергается действию изменяющегося со временем перепада давле-
ния, заданного на торцевых поверхностях пробки, рассмотрена в [8]. Здесь, в отличие от [8], будем 
полагать, что разогрев материала происходит и за счёт трения материала о жёсткую граничную 
поверхность, и создаётся внутри за счёт необратимого деформирования. 

Основные модельные соотношения. Согласно теории больших упругопластических де-
формаций [1], тензоры обратимых m  и необратимых p  деформаций задаются дифференциальны-
ми уравнениями изменения (переноса) в форме  
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где γ  и γεε e  – скорости (источники) изменения необратимых и обратимых деформаций; 

 mεz ,  – нелинейная часть тензора вращений φ   Tφφ  ; v


 – вектор скорости; 0, TT  – соответ-

ственно текущая температура и температура среды в недеформированном состоянии (комнатная 
температура); e  – тензор, задающий упругие деформации;   – коэффициент линейного расшире-
ния; I  – единичный тензор, составленный из символов Кронекера. Вторая зависимость (1) опре-
деляет объективную производную по времени, задающую взаимовлияние обратимых и необрати-
мых деформаций в процессе деформирования, что обеспечивает геометрическую корректность 
кинематики среды.  

Согласно зависимостям (1), тензор полных деформаций Альманси d  через обратимую и 
необратимую составляющие записывается в форме 
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где u


 – вектор перемещений. Считаем, что деформируемый материал является механически не-
сжимаемым и изменение его объёма может происходить только за счёт теплового расширения. 
Согласно уравнению неразрывности, такое условие записывается в виде 
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Для упрощения математической модели принимается гипотеза о независимости термоди-
намического потенциала (свободной энергии)   ,m  от необратимых деформаций p . Из закона 
сохранения энергии следуют [1] равенства 
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σ γ , (5) 

где σ  – тензор напряжений; P  – неизвестная функция добавочного гидростатического давления; 
  – плотность среды; s  – плотность энтропии; qsvJ


  – поток энтропии; q


 – поток тепла; 

),(0  mW  – упругий потенциал, здесь 0  – плотность материала в его свободном состоянии. 

Предположение об изотропии деформируемого материала позволяет принять упругий потенциал в 
виде разложения в ряд Тейлора относительно свободного состояния [9]: 
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где   – модуль сдвига; b ,  , m  ( 6,...,2,1m ) – иные термомеханические постоянные. Если при-

нять закон теплопроводности в простейшей форме Фурье, то из (5) и (6) следует уравнение тепло-
проводности: 
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где g  – коэффициент температуропроводности. 
Диссипативный механизм деформирования связан с реологическими и пластическими 

свойствами материала. Считаем, что необратимые деформации накапливаются в материале с 
начала процесса деформирования и могут быть как деформациями ползучести, так и пластично-
сти. В областях, где напряжённое состояние ещё не достигло поверхности текучести или где пла-
стическое течение было, но прекратилось, накопление необратимых деформаций происходит в 
процессе его ползучести. Соответствующий диссипативный механизм деформирования зададим в 
форме степенного закона ползучести Нортона [10]. В этом законе тензор скоростей необратимых 
деформаций γ  полагается равным тензору скоростей деформаций ползучести vε : 



 
 
 

     

   

1 2 3

1 2
11

0 00

, , , max , ,

exp , ,
1 1

n v
i j

n
u

V
V B

c bQ
B n b

R T T

 
          


 

          

σ γ ε
σ

 (8) 

где  σV  – термодинамический потенциал; 1 , 2 , 3  – главные значения тензора напряжений;  

B , n  – параметры ползучести материала; 1c , 0 , 1b  и 2b  – постоянные материала; Q  – энергия 

активации; uR  – универсальная газовая постоянная [11]. 

При увеличении нагружающих усилий в некоторый момент времени напряжённое состоя-
ние достигает поверхности текучести и в материале начинается пластическое течение. Это приво-
дит к смене диссипативного механизма деформирования. В увеличивающейся области пластиче-
ского течения полагаем, что pεγ  , где pε  – тензор скоростей пластических деформаций. Счита-
ем, что накопленные к моменту начала пластического течения необратимые деформации ползуче-
сти (8) являются начальными значениями для накапливающихся далее в области течения пласти-
ческих деформаций. В случае учёта вязких свойств среды при пластическом течении также требу-
ется совпадение скоростей необратимых деформаций при изменении механизма деформирования 
с вязкого на пластический. 

Следствием принципа максимума Мизеса является ассоциированный закон пластического 
течения [12]: 

0, ( , ) , 0, ,vpF
F k


      


α σ α α ε ε
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где k  – предел текучести; 0vε  – тензор скоростей деформаций ползучести в момент начала пла-
стического течения. 

В качестве пластического потенциала примем [12] обобщённое условие пластического те-
чения Треска – Сен-Венана:  
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где   – коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению; k  – главные значения тен-

зора α ; 0k , 0  – соответственно предел текучести и вязкость материала при комнатной 

температуре; mT  – температура плавления деформируемого материала;   – экспоненциальная 

скорость [13]. 
Постановка задачи и деформирование до вязкопластического течения. Пусть в неде-

формируемой цилиндрической трубе радиуса R  расположена пробка конечной длины l. Верхняя 
поперечная граничная поверхность пробки нагружается переменным давлением. Для решения за-
дачи используется цилиндрическая система координат zr ,, ; полагаем  tr, ,  truu z , , 

 trvv z , ,  tzrPP ,, , где u и v – отличные от нуля компоненты векторов перемещений и скоро-
сти. 

Перепад давления  tp  на граничных поверхностях пробки ),( truz   и ),( trulz   зада-
ётся в виде  

        ,0,,0,0,,,0,0  ttultpttu zzzz  (11) 

где 0r  – координата максимального перемещения граничных точек пробки.  



 
 
 

Пока увеличивающееся со временем давление не достигнет определённого значения, мате-
риал удерживается в состоянии прилипания ( 0

 RrRr
vu ) к стенке трубы за счёт сухого трения: 

,0s
Rrrz 


 ( 0s  – задаваемая постоянная сухого трения). 

Пока напряжённое состояние в материале не достигло поверхности нагружения, пластиче-
ское течение отсутствует и необратимые деформации накапливаются в материале в результате 
медленного процесса ползучести. Необратимое деформирование материала вызывает его разогрев. 
Для изменяющейся температуры принимаем следующие условия: 
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Из соотношений (2) и (3) следует, что в рассматриваемом случае антиплоского движения 
тепловое расширение в материале отсутствует, таким образом, зависимости (3), (4) и (7) справед-
ливы при 0 . 

В зависимостях (4) для компонент тензора напряжений ограничимся слагаемыми первого 
порядка малости по компонентам обратимых деформаций rrm  и zzm  и второго – по компоненте 

rzm  [6–8]. 
Уравнения равновесия в рассматриваемом случае имеют форму 
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Из второго уравнения (13) с учётом граничных условий (11) получаем 
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Потенциал ползучести (8) принимает вид 
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В (15) ограничимся слагаемыми до порядка n по напряжениям, тогда кинематические соот-
ношения с учётом (1), (2), (4) и (14) принимают форму 
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С учётом (14) и (16) уравнение теплопроводности (7) примет форму 
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Уравнение теплопроводности (17) при условиях (12) было решено численно. 
Интегрируя последнее уравнение (16) при условии прилипания, найдём перемещения.  
Учитывая зависимости (4), граничные условия (11) и интегрируя первое уравнение равно-

весия (13), получим зависимости для вычисления компонент тензора напряжений по найденным 
ранее распределениям температуры, перемещений и компонентам обратимых деформаций  
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При дальнейшем увеличении давления в момент времени t1, вычисляемый из уравнения 

  1
01 2  Rlstp , выполнится равенство 0rz r R

s


   и пробка начнёт проскальзывать вдоль стенки 

трубы. Поэтому условие прилипания заменим на условие 

  ,00 
Rrrz vs  (19) 

где   – постоянная вязкого трения. С момента времени t1 материал начинает нагреваться ещё и 
из-за трения о жёсткую стенку трубы. В этом случае заменим первое условие (12) условием не-
прерывности температуры в момент времени t1, а третье условие (12) – следующим граничным 
условием: 

   ,,, 1 tRutR   (20) 
 

где 1  – задаваемая постоянная теплопроизводства за счёт трения. Также полагаем, что температу-
ра θ не достигает температуры плавления в процессе деформирования. 

Расчёт температуры и параметров напряжённо-деформированного состояния с момента 
времени t1 осуществляется по тем же самым формулам, что и в случае прилипания. Единственным 
отличием является то, что при интегрировании последнего уравнения (16) для перемещения ис-
пользуется следующее из (14) и (19) граничное условие:  
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Полученное решение неизотермической задачи при возрастающем перепаде давления оста-
ётся справедливым до момента времени t2, который находится из уравнения    2 22p t R lk t . При 

2tt   на боковой границе пробки r = R впервые выполнится условие пластического течения (10) в 

виде  2rz r R
k t


  . 

Вязкопластическое течение при возрастающем и постоянном перепаде давления. С 
момента времени t2 в материале развивается область вязкопластического течения ( ) .m t r R   
Движущаяся граница )(tmr   отделяет область течения от области )(0 tmr  , в которой матери-
ал продолжает деформироваться вязкоупруго. Согласно формулам (4), уравнениям равновесия 
(13) и условиям непрерывности компонент напряжений на границе )(tmr  , зависимость для ком-

поненты rz  (14) справедлива и в вязкоупругой области )(0 tmr  , и в области течения 
Rrtm )( .  

В области )(0 tmr   компоненты тензора скоростей деформаций ползучести определяют-
ся соотношениями из (16), и выполняется уравнение теплопроводности (17).  

Из ассоциированного закона пластического течения (9) следует, что условие пластичности 
(10) в рассматриваемом случае ( 0rz , 0 p

rz ) принимает форму 
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Из соотношений (21) и (14) вычислим компоненту p
rz : 
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В формулах (21) и (22) 0v
rz  – компонента скоростей деформаций ползучести v

rz  в точке в 
момент достижения её упругопластической границей. 

Уравнение движения границы )(tmr   получим из условия непрерывности на ней скоро-
стей необратимых деформаций (16) и (22):  
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Уравнение теплопроводности (7) в области вязкопластического течения Rrtm )(  с ис-
пользованием зависимостей (14) и (22) принимает вид 

   
.

2

1

2

1

88
1 0

2
2

2

2
1

2

2
3

3
1

2

22
13

1 














 









































 v
rzl

pr
k

l

pr

rrr
q

t

p

ll

pr

tll

rpl
 (24) 

Уравнения (17), (22)–(24) образуют систему уравнений относительно неизвестных функ-
ций:   в областях )(0 tmr   и Rrtm )( , )(tm  и 0v

rz . К этой системе добавим второе гранич-

ное условие (12), условие (20) и начальные условия Rtm )( 2 ,            1
222

20  tnv
rz lRtptntBR . 

Также примем непрерывность функции   и её производной r /  на границе )(tmr   и непре-
рывность температуры в момент начала течения t2. Для решения этой системы уравнений разрабо-
тан алгоритм на основе конечно-разностного метода. 

Компонента необратимых деформаций rzp  в области течения находится интегрированием 
дифференциального уравнения, следующего из (1) и (22): 
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При решении уравнения (25) используется условие непрерывности компоненты необрати-
мых деформаций rzp  в момент времени t2. Компоненты обратимых и необратимых деформаций в 
обеих областях вычисляются из системы уравнений, следующей из (1). По вычисленным значени-
ям температуры и деформаций с учётом условия непрерывности напряжений на границе )(tmr   
напряжения в обеих областях находятся из зависимостей (18).  

Если с некоторого момента времени 23 tt   перепад давления на граничных поверхностях 

пробки положить постоянным, равным  3tp , то в материале по-прежнему присутствуют область 

вязкоупругого деформирования )(0 tmr   и развивающаяся область вязкопластического течения 
Rrtm )( . Все соотношения данного раздела остаются справедливыми и в данном случае, при 

.0 tp  

Расчёты проводились в безразмерных переменных Rr  и  tb3  при линейной функции 

  tbtp 3 . Значения безразмерных постоянных выбирались следующими: 1  0.098,   3 -4.5,   
1 3

0 2.298 10 ,k      2.074,m   1
1 0.452,l    1 5,lR   1 2 4

3 2.638 10 ,g b R     1
2 0.1,    

1 2.518,b   1
2 0 1.482,b T    1 4

1 3 4.887 10 ,c b    1 6
0 7.199 10 ,      1 1

0 52.37,uQR T    
2 6

3 0 3.257 10 ,b       2 4
3 2.605 10 ,b R       0 1.212.T   

На рис. 1 представлен график изменения границы области вязкопластического течения в 
зависимости от времени   в промежутке от 0083.02   до 0084.03  . Распределение температу-



 
 
 
ры   в момент времени 3  по материалу пробки представлено на рис. 2. Рис. 3 и 4 иллюстрируют 

графики компоненты тензора необратимых деформаций rzp  и перемещений в зависимости от ра-

диуса Rr  в момент времени 3 . 

 

  
 

Рис. 1. Упругопластическая граница 
 

Рис. 2. Распределение температуры 
 

Заключение. В данной статье получено решение связанной краевой задачи теории боль-
ших деформаций о неизотермическом деформировании материала, образующего пробку конечной 
длины в круглой недеформируемой трубе, под действием возрастающего со временем перепада 
давления. Накопление необратимых деформаций в материале связано с его ползучестью и после-
дующим пластическим течением. Разогрев материала происходит за счёт процессов необратимого 
деформирования и трения материала о граничную поверхность трубы. Рассмотрены процесс пол-
зучести материала при возрастающем давлении, возникновение и развитие вязкопластического 
течения при возрастающем и постоянном давлении. Рассчитаны температура и параметры напря-
жённо-деформированного состояния на каждом этапе нагружения, установлена закономерность 
продвижения упругопластической границы по деформируемому материалу. 

 

  
 

Рис. 3. Компонента rzp  
 

Рис. 4. График перемещений 

 
Учёт трения материала о граничную поверхность трубы приводит к значительному по 

сравнению с [12] повышению температуры в материале. 
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